Kapitel XI.

Untermannigfaltigkeiten

§1. Elementare Eigenschaften und Beispiele

In der Linearen Algebra werden insbesondere lineare und affine Unterrdume des R”
betrachtet. In Analysis II haben wir unter Anderem stetig differenzierbare Kurven im
R™ behandelt. Der Begriff einer Untermannigfaltigkeit des R™ verallgemeinert diese Bei-
spielklassen.

(1.1) Definition. Eine Teilmenge M C R™ heilt k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des R, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R™ von a und
stetig differenzierbare Funktionen

e fok:U—>R

gibt, so dass
) MNU=A{xeU, filx)=...= foi(z) =0},
(ii) Rang Df(a) =n —k fir f = (f1,..., fos)': U = R"7F

Statt D f schreiben wir auch

(grad 1) R R W T
pr-wop- ") (BB s
1y ey

(grad fr_x)t %‘Zk 8£Z;k

Die Bedingung Rang (Df)(a) = n — k bedeutet gerade, dass die n — k auftretenden
Gradienten (grad f1)(a),. .., (grad f,_x)(a) linear unabhéngig sind.

(1.2) Beispiele. a) Aus formalen Griinden ist die leere Menge () als k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ aufzufassen, mit beliebigem k£ > 0. Interessant sind aber
nur nicht-leere Untermannigfaltigkeiten.
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322 Kapitel XI. Untermannigfaltigkeiten

b) Jeder Punkt a = (ay,...,a,)" € R" ist eine O-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dazu
sei f; :R* =R, fj(x) =x; —aj, j=1,...,n. Dann gilt

{a} ={z eR"; fi(z) =...= fulx) =0}, Df=E.

c) Sei By :={z € R, 23,1 = ... =, =0} = R* x {0} die k-dimensionale Ebene im
R"™ Mit f;(z) = xpy;,5 =1,...,n —k, hat man

E.={re€R" fi(v)=...= fur(x) =0}, Df=(0,E"H)ecROFx"

Also ist Ej, eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

d) Allgemeiner: Jeder k-dimensionale affine Unterraum Y des R™ ist eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Denn es gibt eine Matrix A € R™=%)>" mit Rang n — k und ein
b € R"* derart, dass

Y ={zeR"; Az —b=0}.
Liest man die definierende Gleichung zeilenweise, so ist (i) aus (1.1) erfiillt. Wegen
Df(x) = A fur alle z € R™ gilt auch stets die Rangbedingung.
e) Sei f: R? - R, f(z) = 2?. Dann ist M := {z € R?; f(z) = 0} eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit: Zwar ist die Rangbedingung aus (1.1) (ii) fir f nicht erfillt,
denn mit Df(x) = (2x4,0) gilt Df(z) = (0,0) fiir alle @ mit f(a) = 0. Setzt man aber
g:R? 5 R, gx) =z, 50 ist M = {z € R* : g(r) = 0} und die Rangbedingung
gilt fiir g. In Definition (1.1) geht es um die Menge und nicht primér um definierende
Funktionen!

f) Wir betrachten die Einheitssphére
Sp1:={z R ||lz)a =1} ={z € R 22 +... +22 =1}.
Fir f(z) :=af +...+22 — 1 gilt
Sur = {z €RY f(x) = 0}.
Wegen grad f = 2x # 0 fir alle z € S,,_1 ist S,_; eine (n — 1)-dimensionale Unterman-

nigfaltigkeit des R".
g) Kegel: Sei f:R* - R, z + 2?2 + 23 — z2. Dann ist der “Kegel ohne Spitze”

M, ={a € R? f(a)=0undaz >0}

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit. In den Bezeichnungen von (1.1) kann man
U = {x € R3; 3 > 0} wihlen; die restlichen Bedingungen sind dann offensichtlich. Der
“Doppelkegel”

M, = {a € R¥; f(a) =0}

ist keine Untermannigfaltigkeit: Probleme bereitet 0 € M, mit D f(0) = (0,0,0). Im
Hinblick auf Beispiel e) ist diese Beobachtung allein aber nicht stichhaltig. Wir werden
weiter unten darauf zurtick kommen.
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h) Ein Torus: Seien 7, R € R mit 0 < r < R, und

2
f R R, z+ (\/:c%—l—x%—R) + x5 — 12

Durch f = 0 ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M des R? gegeben, wie
man nachrechnet.

Man kann sie sich wie folgt veranschaulichen: Der Durchschnitt von M mit der Ebene
x9 = 0 ist die Vereinigung zweier Kreise in der (z1,x3)-Ebene mit Mittelpunkten (R, 0)
bzw. (—R,0) und Radius r. Man erhélt M daraus durch Drehen um die z3-Achse. Diese
Untermannigfaltigkeit des R? ist von hoher Alltagsrelevanz (Fahrradschlauch, Donut,

i) Noch ein Torus: Seien 7 > 0 und r5 > 0 sowie

fi:R*= R, o]+ 217,

fo R =R, x> a5+ -1
Dann ist

M ={z €RY fi(z) = folz) = 0}
eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R%.

j) Sei f:R? = R, x> sinx; +sinzy — %\/5 Dann ist
M = {x € R?; f(x) =0}

nicht-leer (es gilt z. B. (%, O) € M) und eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des
R2. Denn aus a € R? und (0,0) = Df(a) = (cosay, cosay) folgt sina; € {1, -1} und
sinay € {1,—1}, also f(a) # 0.

k) Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und V' C R" offen, dann ist
M NV eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dies ergibt sich direkt aus Definition

(1.1).
1) Graphen stetig differenzierbarer Funktionen: Sei ) # W C R™ offen und h: W — R!
eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist der Graph

/
Gy = {(xﬁ) eR™ 2 eW, " e R, 2" = h(x’)}
x

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™*!. Denn setzt man

hy X1 Tm+1
h=1:f o=+ "= |,

hl LTm T+l

so sind mit U = W x R! und

N
>
VAN

fiu(x) =xpmop — he(zr ... 2) (1
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die Bedingungen aus (1.1) erfiillt. Man beachte, dass
10

D fi(x) = koo
Lo 1

Lokal kann man jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit als Graph einer Funktion
von k Variablen darstellen.

maximalen Rang hat.

(1.3) Satz. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a =
(a1,...,a,)" € M. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten gibt es offe-
ne Umgebungen

UcCRY wvon d =(ay,...,ax)" und U CR" wvon a = (apss,...,an)

sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : U' — U”, so dass

xl

MnU xU") = {( ”) eU xU"; 2" :g(:p’)}.
i

Beweis. Nach (1.1) existiert eine offene Umgebung U von a und eine stetig differen-
zierbare Abbildung f : U — R"* mit

MNU=A{z¢eU,; f(x) =0}, Rang(Df)(a)=n—k.
Also gibt es 1 < iy < ... < i, < n mit

det Of1,- s fok)

8(:61-1, cey xin,k) (CL> ?é 0

Wegen der Stetigkeit der Funktionaldeterminante diirfen wir nach eventueller Verkleine-
rung von U gleich

det O s o) () #0 firallex €U

(’3(@1, e 7xin—k)

annehmen. Nach eventueller Umnummerierung sei (i1, ...,4,) = (k+1,...,n).

Nun wenden wir den Satz iiber implizite Funktionen IX(5.5) an und erhalten offene
Umgebungen U’ von a’ und U” von a” mit U’ x U” C U sowie eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢ : U' — U” mit der Eigenschaft

/

X
MU xU") = {(x) eU' xU"; 2 = g(x’)} . -
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Wir illustrieren den Satz durch die folgenden

(1.4) Beispiele. a) Sei a € S,_1 = {z € R"; ||z]s = 1} mit a, > 0. Dann setzt man

U= {a' € RN |l < 1}, g: U > R, o s (/1= |13,

/
aeSnm(U’ij):Kx) c U xRYy; xnzg@')}-

Tn

damit

Ist a, < 0, so betrachte man —g. Ist a,, = 0, so wihle man eine Koordinate mit a,, # 0.

b) M = {x € R?;, 2%+ x 29 +25 —1 = 0} ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
des R?, wie man einfach nachpriift, und es gilt z.B. (1,0) € M. Eine explizite Formel
zur Auflésung der definierenden Gleichung nach x; oder x5 (analog zum ersten Beispiel)
existiert aber nicht, wie in der Algebra bewiesen wird. Satz (1.3) ist gerade fiir solche
Situationen wertvoll.

c) Der Doppelkegel M, aus Beispiel (1.2)g) ist keine Untermannigfaltigkeit des R3.
Andernfalls miisste nach (1.3) in einer Umgebung von 0 eine eindeutige Darstellung als
Graph einer Funktion der Gestalt

3 = g3(x1,22) oder my = go(x1,23) oder zy = gi(xg,x3)

existieren. Dies ist nicht der Fall: Zum Beispiel existieren in jeder Nullumgebung in My
Punkte der Gestalt (p,0,p) und (p,0,—p) mit p > 0. Eine eindeutige Auflésung der
Gestalt x3 = g3(x1, x2) existiert somit nicht.

Wir wollen noch eine weitere (lokale) Darstellung von Untermannigfaltigkeiten einfiihren,
die (1.3) verallgemeinert. Sie sollte auch an die Parameterdarstellung affiner Unterrdume
und an die Parameterdarstellung glatter Kurven erinnern.

Wir benotigen dazu einen neuen Begriff:

(1.5) Definition. Sei T' C R* offen und k < n. Eine stetig differenzierbare Abbildung
¢ : T — R™ heifst Immersion, wenn Rang Dp(t) = k fir alle t € T

Man beachte, dass wegen Dy € M(n x k;R) stets Rang Dy < min{k,n} gilt.
(1.6) Beispiele. a) Essei 0 < k <n, A € R™* mit Rang A = k und b € R™. Dann ist
v:RFE SR, t— A-t+0b

eine Immersion.

b) Kurven: Es sei I C R ein offenes Intervall und ~ : I — R™ stetig differenzierbar. Falls
v'(t) # 0 fur alle t € I, ist 7y eine Immersion.
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c) Sei Q@ =R x (0,7) C R?* und

: Q) —>R3, t1,t9) — (costy sintsy, sinty sin ty, costy)?,
¥
—sint;sinty costi costy
costysinty, sintj costs
0 —sinty

5(@1,¢2,¢3)::
O(ty,1s)

Daraus erhélt man Rang(Dy)(t) = 2 fiir jedes ¢t € Q. Also ist ¢ eine Immersion mit

0
p(Q)=S\q [ 0
+1
d) Es sei a: Z — Q, k — «, eine bijektive Abbildung. Betrachte "= R \ Z und

t—k

0: T — R?, t»—><
(677

),fm k<t<k+1.

 ist offensichtlich eine Immersion mit

1
o'(t) = (O) #0 firalle teT.
Das Bild von ¢ ist die Menge (0,1) x Q.
e) Es sei w € R*. Die Abbildung

cost

V:R—=RY, t— st ,
cos wt

sin wt
ist offensichtlich eine Immersion; ihr Bild liegt im Torus
M={zecR* 2 +25-1=0, 25+ 25— 1=0};
vgl. Beispiel (1.2) (i). Die Abbildung ¥ ist genau dann injektiv, wenn w irrational ist.

Lokal erhélt man aus Immersionen Untermannigfaltigkeiten:

(1.7) Satz. Sei Q C R” offen, k < n und ¢ : Q — R" eine Immersion. Dann existiert
zu jedem a € Q) eine offene Umgebung T C O, so dass p(T) eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ ist.
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Beweis. Wegen Rang(Dy)(a) = k kann man nach eventueller Umnummerierung der
Koordinaten des R"

a(@h .- -aSOk)

R —_ =k fi = con)t
ang a<t1’ 7tk) (a) ur ¢ (Spla y P )

annehmen. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung IX(5.2) existiert eine offene Um-
gebung 7' C 2 C R¥ von @ und eine offene Teilmenge V C R*, so dass

(@1,...,<pk)t:T—>V

eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung ¢ : V' — T, x — (), besitzt. Betrachte

T
T
. Tk
op: | |+ ,
¥y 77Z) : h1<l’1,...,l’k)
Tk
hn_k(l‘l, Ce ,{L‘k)
wobei hy(xy,...,xr) = ki (U1(x1, .. xk), oo, Un(1, . .., xp)) stetig differenzierbar ist.
Mit Beispiel (1.2)1) ist p(7T") = wo1p(V) der Graph der stetig differenzierbaren Funktion
h, also Untermannigfaltigkeit des R". O

Global ist die Aussage von (1.7) nicht richtig:

(1.8) Beispiele. a) Betrachte Beispiel (1.6)d). Das Bild B = (0,1) x Q von R\ Z ist
keine Untermannigfaltigkeit des R?: In jeder Umgebung von

(t" —k,ap) mit t" e (kk+1)

gibt es ein (t* — k, ;) mit [ # k. Also gibt es keine Umgebung V' von (t* — k, ay,) derart,
dass BNV der Graph einer Funktion xo = h(x;) ist. Die Moglichkeit z7 = h(zs) ldsst
sich ausschliefsen, weil B nur Punkte mit rationaler zweiter Koordinate enthélt.

b) Betrachte Beispiel (1.6) e) mit irrationalem w und setze N := J(R). Man kann zeigen,
dass der Abschluss von N in R* gleich dem Torus M ist; die Spur der Kurve 9 liegt
also dicht in der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit M. Analog zu a) ldsst sich
hiermit zeigen, dass N keine Untermannigfaltigkeit des R* ist. Details werden wir nicht
ausfiihren.

Intuitiv hat man die Vorstellung, dass eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit zu-
niichst lokal wie eine “verbogene offene Teilmenge” des R aussieht. Um diese Vorstellung
zu prézisieren, bendtigen wir ein paar topologische Begriffe.
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(1.9) Definition. a) Sei M C R". Wir nennen A C M relativ offen (bzw. relativ
abgeschlossen) beziiglich M, wenn es eine offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge
U C R” gibt mit A= M NU.

b) Ist M C R und K C R¥, so heift eine Abbildung ¢ : M — K ein Homdéomorphis-
mus, wenn ¢ bijektiv ist und sowohl ¢ als auch ¢! relativ offene Mengen beziiglich
M bzw. K auf relativ offene Mengen beziiglich K bzw. M abbilden.

(1.10) Beispiele. a) Die Menge A := [0, 1) ist relativ abgeschlossen in M; := (—o0, 1)
wegen A = M; N [0,00) und relativ offen in M, := [0, 00) wegen A = My N (=2, 1).

b) Es sei G, der Graph einer stetig differenzierbaren Abbildung h : W — R vel. (1.2)1)
fiir die Bezeichnungen. Dann ist G, homéomorph zur offenen Menge W C R¥, und der
Homd&omorphismus ist durch die Abbildung

x
@.W—)Gh, xH(h(l’))’
mit Umkehrabbildung
/
oGy = W, <§”) — 2

gegeben.
Zum Nachweis der Homdomorphie-Eigenschaft sei zunsichst V' C R* offen und Y =
V N W relativ offen in W, insbesondere offen in R*. Dann ist

¢(Y):{<h(3;)); erﬁW}:Ghﬁ(Yle),

also Durchschnitt von G, mit einer offenen Teilmenge des R¥*.
Umgekehrt sei Z C G, relativ offen, also Z = G, N U mit einer offenenTeilmenge

!

U C R¥. Zu (;C,,) € Z gibt es ein 7, > 0, so dass

{y eRY; Iy —2/|| <m}CW,

y/
{(:c'/)§ |y — || < 7“2} cU.

Hier ist || - || irgendeine Norm in R*. Somit gilt

und ein 79 > 0, so dass

{y' €RY |ly' — || <min{ry, r2}} C o7 (Gh),

und ¢ ~1(Gy) ist offen in R¥ sowie relativ offen in W.

c) Das Intervall M; = (0,1) C R und der Kreis My = {x € R?; 27 + 22 —1 =0} C R?
sind nicht hom&omorph. Denn ware ¢ : M; — M, ein Homdéomorphismus, so hétte die
(beschréinkte) Folge (¢ (l))neN in R? einen Haufungspunkt z (Bolzano-Weierstra$), der

n
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wegen der Abgeschlossenheit von M, auch in M; liegt. In jeder relativ offenen Teilmenge
von M,, welche z enthélt, liegen also unendlich viele Folgenglieder und das Gleiche gilt
fiir jede (relativ) offenen Teilmenge von M;, welche o~ '(z) enthélt. Andererseits liegen
fiir beliebiges w € (0, 1) in der (relativ) offenen Teilmenge (w/2, (1 + w)/2) C M; nur
endlich viele Glieder der Folge (l) ; Widerspruch. (Eleganter geht es tibrigens, wenn

n/neN’
man Zusammenhangseigenschaften benutzt.)

Die intuitive Vorstellung von Untermannigfaltigkeiten lésst sich nun wie folgt in einem
Satz formulieren:

(1.11) Satz. FEs sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Dann gibt
es zu jedem a € M eine offene Umgebung U in R™, eine offene Teilmenge W C RF
und einen stetig differenzierbaren Homdoomorphismus @ : W — U N M.

Beweis. Nach Satz (1.3) kann man annehmen, dass U N M der Graph einer stetig
differenzierbaren Funktion ist. Dann folgt die Aussage mit Beispiel (1.10)b). O

Zu beachten ist hier, dass die Aussage von Satz (1.11) fiir Bilder von Immersionen im
Allgemeinen nicht gilt. Dies zeigen die Beispiele aus (1.8).

Bemerkung: Das Argument im Beweis von (1.11) zeigt auch, dass es zu jedem a € M
eine offene Umgebung U gibt, so dass M N U Bild einer Immersion ist.

Zum Abschluss dieses Paragrafen wollen wir noch den Begriff des Tangentialraums ein-
fithren. Er verallgemeinert den bekannten Begriff der Kurventangente und prézisiert den
anschaulichen Begriff der Tangentialebene an eine Fliche (etwa eine Sphire) im R3.

(1.12) Definition. Sei M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit und a € M. Ein Vektor
v € R" heiflt Tangentialvektor an M im Punkt a, wenn es ein € > 0 und eine stetig
differenzierbare Abbildung ¢ : (—¢,¢) — R™ gibt mit

Y((—e,e)) C M, ¥(0) = a, ¥'(0) =wv.

Die Menge T, M aller Tangentialvektoren an M in a nennt man den Tangentialraum
an M im Punkt a.

Der Veranschaulichung dienen die

(1.13) Beispiele. a) Fiir beliebiges M und a € M gilt 0 € T,M, wie man mit der
konstanten Abbildung ¢ : (—=1,1) — M, t +— a, sieht.

b) Sei M = E, = R¥ x {0} C R" die k-dimensionale Ebene. Dann ist jeder Vektor
v € Fj, ein Tangentialvektor an M in a. Dazu betrachte man

YRR 7—a+71v, Y(R)CE, ¥(0)=a, ¢ (0)=uv.
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c) Sei M = S,,_1 C R" und a = e,. Man betrachte fir 1 <i<n
p:R—=R", 7TsinT-e;+cosT-e, YR)CS,.1, ¥(0)=e, ¢(0)=e.
Also ist jeder Einheitsvektor ey, ..., e,_; ein Tangentialvektor an S,,_1 in e,.

Eine allgemeine Charakterisierung enthélt der

(1.14) Satz. Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M.
Dann gilt:

a) T, M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™.

b) Sei o : Q — V C M eine Immersion, wobei Q C R* offen und V = p(Q) relativ
offen in M ist. Fir c € Q mit p(c) = a bildet

Oy Oy

o, gy (O

eimne Basis von T, M.
c) Sei U C R™ eine offene Umgebung von a und seien fi,..., fn_r : U — R stetig
differenzierbar mit

MNU={z€eU, fi(x)=...= far(x) =0}, Rang é{l”f;_l;):n_k

Dann gilt

T.M ={veR" (v,(grad f;)(a)) =0 firj=1,...,n—k}.

Beweis. Seien

Oy
ot

Oy

Tl =R 8tk (C)a

(o)+...+R— Ty :={veR" (v,(grad f;)(a)) =0, =1,...,n—k}.
Wir zeigen Ty C T,(M) C Ts. Es gilt Rang Dy = k nach (1.13) und (1.11), also
dim T, = k. Andererseits gilt Rang Df = n — k nach (1.4), also dim T, = k. Daraus
wiirde dann 77 = T, = T, M und die Tatsache folgen, dass T, M ein k-dimensionaler

Unterraum des R" ist.

(i) Sei v € T}, also v = ylg—;‘i(c) +...F ngTi(c), v; € R. Wir definieren
Vi (—ee) = M, 7+ o((cy + 11, .. o + TR)Y),

fiir ein geeignetes € > 0. Es gilt ©¥/(0) = ¢(c¢) = a und nach der Kettenregel

YO =22+ 1l

9 (1) = v
Oty Oty ’
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d.h. v € T,M und damit T} C T, M.

(ii) Sei nun v € T, M und ¢ : (—¢,e) = M C R” stetig differenzierbar mit ¢(0) = a und
Y'(0) = v. Wegen ¢((—e¢,¢)) C M existiert ein 0 < § < e mit f;(¢(7)) =0 fiir 7] < ¢
und j = 1,...,n — k. Differentiation nach 7 ergibt

0 8 ; ,
0= Z 35 Qi (0) = ((grad f;)(a), ¥'(0)) = ((grad f;)(a),v),
also v € Ty und damit T, M C T5. O

Zu Veranschaulichung betrachten wir unsere Standardbeipiele.

(1.15) Beispiele. a) Betrachte nochmals M = S, | = {z; 22+ -+22 -1 =0} C R™;
und a € M beliebig. Nach (1.14) ¢) ist

T.M = {v eR"; ((2a4,...,2a,),v) =0}
:{UGR”; a1v1+---+anvn—0}.

b) Sei M der Torus aus Beispiel (1.2)1). Fiir a € M, also a} + a3 = r? und a3 + a? =13

liefert (1.14) ¢) die Charakterisierung

T.M=A{ve R aqvy + asve = 0 und asvs + aqvy = 0}.

Schliefslich kommt man vom Tangentialraum zum Normalenraum:

(1.16) Definition. Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a €
M. Ein Vektor v € R™ heifst Normalenvektor von M im Punkt a, wenn v senkrecht auf
T.M steht, d.h. (v, w) = 0 fiir alle w € T, M. Die Menge N, M aller Normalenvektoren
in a heiltt Normalenraum an M im Punkt a.

Eine unmittelbare Folgerung aus (1.14) ist das

(1.17) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (1.13) gilt:
a) NoM ist ein (n — k)-dimensionaler Untervektorraum des R™.
b) NoM = {v € R"; (g—;j(c),v) =0 firj=1,...,k}.

c) (grad fi)(a), ..., (grad f,_x)(a) ist eine Basis von N, M.

Zur Ilustration besprechen wir die
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(1.18) Beispiele. a) Fir M =S5,_; C R" und a € M gilt nach (1.17) ¢):
N, M =R - a.

b) Fiir den Torus M aus Beispiel (1.2)1) (siehe auch Beispiel (1.15)b) und a € M bilden
nach (1.17) ¢) die Vektoren

aq 0
a9 0
0 und a
0 Qy

eine Basis von N, M.

Fiir eindimensionale Untermannigfaltigkeiten des R? (ebene Kurven) sowie zweidimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten des R?® (Flichen im Raum) gibt es standardisierte Fest-
legungen und Konstruktionen.

(1.19) Definition. Es sei a = (Z;) € R?\ {0}. Dann setzen wir
at = @
={_a )

Anschaulich gesehen entsteht a' aus a durch Drehung um 90 Grad im Uhrzeigersinn
(also in “mathematisch negativer Richtung”). Zu gegebenem a # 0 ist a' durch die
Bedingungen

(a,2) = 0;  lal| = |[=],  det(a,z) <0

eindeutig bestimmt.
Warnung: Diese Definition und Konvention gilt im Rahmen des vorliegenden Skripts. In
der Literatur wird vielfach das Negative “unseres” a* festgelegt.

(1.20) Beispiel. Es sei M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? weiter
W C R offen, U C R? offen und v : W — UNM wie in (1.11). Dann ist fiir jedes t € W
durch +/(t) ein Basisvektor von T, M und durch (7/(t)* ein Basisvektor von N, )M
gegeben.

Jetzt wollen wir den R? behandeln.

(1.21) Definition. Fiir Vektoren a,b € R? ist das Vektorprodukt definiert durch

T by asbs — asby
axb=|ay| x| by = | azby —a1bs3 | € R3.
as b3 a1by — asby
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Die wesentlichen Eigenschaften sind enthalten in dem

(1.22) Lemma. Fiir alle a,b,z € R? gilt:

a) (a X b, z) = det(a,b, 2).

b) (a x b, aa + Bb) = 0 fiir alle o, B € R.

c) a x b= —bx a, insbesondere a x a = 0.

d) ||a x b||3 = det(a, b,a x b) = (a,a) - (b,b) — (a,b)?.

e) a x b0 gilt genau dann, wenn a,b linear unabhdngig sind.

Beweis. a) Man entwickle det(a, b, z) nach der 3. Spalte.
b) (a x b, aa + pb) = det(a, b, va + $b) = 0, da die Spalten linear abhéngig sind.
c¢) Das ist trivial.

d) Es gilt
”CL X b”% = (a2b3 — a362)2 + (a3b1 — a163)2 + (CleQ - a2b1)2
= (a% + a% + ag) . (b% + b% + bg) — (a161 + (J,ng + a3b3)2
= llallz - Ibll3 — (a, b)*.
e) Man verwende d) und die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung. O

Konkret erhalten wir damit das

(1.23) Beispiel. Sei nun M C R? eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Sei 7' C R?
offen, U C R3 offen und ¢ : T — M N U ein stetig differenzierbarer Homdomorphismus
mit Rang D(t) = 2 fiir alle t € T. Sei ¢ = ¢(¥) mit

_ 9 _9p
Pu = ou’ Po = o’

Wegen Rang Dy = 2 sind ¢, und ¢, linear unabhingig. Dann bilden fiir jedes ¢ € T" die
Vektoren ¢, (t) und ¢,(t) eine Basis von T, M und ¢, (t) X ¢,(t) ist ein Basisvektor
von N¢(t)M.





